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Granice funkcji
w tym: wstepne wiadomosci na temat pochodnych; funkcji
cyklometrycznych

Jak to na naukowe dzieto przystalo, jakie§ wymagania. Ot6z, dobrze jest umiec¢ liczy¢
granice ciagow, bo w wielu przypadkach granice funkcji bgdzie si¢ liczy¢ podobnie, a nawet
identycznie... W niektdrych przypadkach liczenie granic funkcji powinno by¢ fatwiejsze, bo
intuicyjnie niektoére wiasciwosci mozna ,,zauwazy¢” z wykresu funkcji.

Oczywiscie, znow nie kosmos, chociaz niejednokrotnie zaatakujemy ambitniejsze dzieta.
Wigc dobrze, gdybyscie znali lansowana na wyktadzie ,,regute balonowa”, umieli liczy¢ jakie$
proste granice wyrazen typu ,,pierwiastek minus pierwiastek”. Poza tym, rowniez granice z liczba e,
mniej wigeej takie, jak na wykladzie.

Dobra, koniec pieprzenia, przejdZmy do konkretow.

1. Granice — troche teorii

Pojecie, z ktorym mam ambitny plan si¢ zmierzy¢, jest kluczowym pojgciem analizy
matematycznej. Stowo ,,granica” jest chyba najwazniejszym stowem w calej tej zabawie. Stowem,
ktore odrdznia, przepraszam za bluznierstwo, schematyczng algebre¢ czy nielogiczna logike od
kombinatorskiej analizy.

Stowo ,,granica”, ,,co§ dazy do czego$” spowodowato powstanie takiego dziwnego tworu
jak pochodna. Stowo ,,nieskonczenie wiele czgsci” byto zalazkiem czegos, co dzisiaj nazywamy
catkowaniem... cokolwiek to dziwne stowo znaczy. Ba, granice przydaja si¢ nawet — przepraszam
za stek bluznierstw, jezeli bedziecie cheieli mnie ukrzyzowac, to kupcie dobre gwozdzie, zeby
utrzymaty moje grube cielsko — w informatyce. Bo przeciez ztozono$¢ algorytmu, oznaczana przez
duze jajo ,,0”, odpowiada na pytanie ,,Jak bardzo komputer si¢ bedzie meczy¢, jak bede mu
wpieprzaé coraz wigcej danych”?

Niestety, kiedys si¢ zdarzylo tak, ze jaki§ pewno napierdolony w trzy dupy jaki$ tam Cauchy
czy inny Weierstrass, siadt se przy jakims rysunku funkcji, na przyktad takie;j:

N
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...pomyslat ,,co to kurwa jest?”. Zapewne, odstawit cygaro, fajke, jointa, kufel piwa,
kieliszek bimbru czy co tam miat pod reka, pokiwat si¢ troch¢ nad rysunkiem... i zadal pytanie,
ktore daje o sobie zna¢ wszystkim studentom politechnik:

»A c0, yyyyk, kurwa bedzie, jak ja bgde napierdalat z funkcja w nieskonczonos¢”? No
dobra, zobaczyt przed soba nieskonczone wizje, mozna mu wybaczy¢.

Ale zadal sobie trochg dziwniejsze pytanie:

»Kurwa... yyyyyk... a jak se pierdolng zajebistego zooma, w ten $rodek funkcji... yyyyk ...
ale taki naprawdg zajebisty zoom, to co kurwa mi wyjdzie”?

Witasnie, co nam wyjdzie z takiego zapytania? Co si¢ dzieje z jakas$ tam funkcja, gdy
bedziemy z czyms$ do czegos$ dazy¢? Na to pytanie probujemy sobie odpowiedzie¢, stosujac
granice.

Spdjrzmy na ponizszy, zerznigty (niczym klient na stacji paliw) z Wikipedii wykres:

YA

y = (2x-1)/(x+2)

Mamy sobie jaki$ tam wykres. I zadajmy sobie takie normalne (oczywiscie, jak na
studentéw politechnik przystato) zapytanie: Co si¢ bedzie dziato z funkcja, jak my z ,,iksami”
bedziemy napierdala¢ do chuj wie jak daleko (bardziej przyziemnym jezykiem — do
nieskonczono$ci)? Teoretycznie, mozemy od razu odpowiedzie¢: ,,wykres bedzie coraz blizej liczby
2”. No dobra, ale skad my to mamy wiedzie¢? A moze gdzies ,,w trakcie” ta funkcja zacznie sobie
skaka¢ z gory na dot? Udowodnimy, ze dazy do 2, najpierw zapisujac to sobie w normalny,
matematyczny sposob:

. 2x—1
lim
x—ow X +2
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Zabawa polega na obliczeniu tejze granicy. Na poczatku od razu widzimy, ze nie mozemy
od razu podstawi¢ nieskonczonosci, koniec, zadanie skonczone, mozemy i$¢ do domu:

. 2x—1
lim
X— 00 x+2

=[]

Jezeli mamy takiego zwierzaczka po prawej stronie, to niestety, nie mozemy sobie skracac
nieskonczono$ci przez nieskonczono$¢. Dlaczego? Lepiej pomincie ten akapit, zeby nic zlego nie
wylazto... Mowiac w skrocie — nieskonczonos¢ nieskonczonosci nierowna, z powodu ré6znych
rzeczy, zwiazanych z przeliczalno$cia zbiordw i nieskoficzono$ciami typu ,,alef zero” (taka
naturalna 1 przeliczalna nieskonczonos¢) 1 ,,continuum” (nieprzeliczalna i jeszcze ,,wigksza”
nieskonczonosc).

Mniejsza z tym maceniem we tbie, to po prawej stronie rownosci to jeden z symboli
nieoznaczonych, ktérych kompletna, ztozona z 7 wyrazen listg¢ mozecie §ciagna¢ z neta.

Z czego korzystamy? Tutaj mozemy skorzysta¢ z ,,reguty balonowe;j”, podawanej na
wyktadzie, czyli — patrzymy, jakie stopnie wielomiandw sa na gorze (w jakiej najwigkszej potedze
jest zmienna) i na dole.

Tutaj widzimy wyraznie, Ze:

. 2x—1__stopien:1
lim = —
xom X +2 stopien: 1

Jezeli licznik 1 mianownik sa tego samego stopnia, to oczywiscie — liczymy to, co stoi przy
tych najwigkszych potggach:

lim 2X=1
x>0 X+2

2
===
1

Nasza granica wynosi 2. Mozemy wigc odpowiedzie¢ na pytanie ,,A co bedzie, jezeli...” w
kulturalny sposob: ,,Im wigkszy x, tym blizej warto$¢ funkcji bedzie liczby 2 lub ,,Przy x
dazacym do nieskonczonosci, wartos$¢ funkcji bedzie dazy¢ do liczby 2.

I cala nasza zabawa polega wtasnie na odpowiadaniu na pytania ,,A co bedzie, jezeli iks
bedzie dazy¢ do jakiej$ tam wartosci”? (niekoniecznie do nieskonczonos$ci, moze dazy¢ do jakiej$

tam liczby!”

Poniewaz, wiecie, chtop jest ciekawski, lubi ogolnie patrzy¢ na tuki czy wypuktosci
(chociaz niekoniecznie na ptaskim, zimnym i bezdusznym rysunku), to zadam se teraz takie
pytanie:

»A co sig dzieje z wykresem, jezeli bedg teraz lazt w druga strong, tzn. jak bedg jechat
,,iksem” do nieskonczonosci... do minus nieskonczonosci’.

No wlasnie, co wtedy bedzie? Z wykresu widzimy, ze réwniez, jak z catym interesem

Autor: vbx WIMII Informatyka 2008



Analiza matematyczna | / Granice funkcji 4/35
bedziemy szli w lewo, to tez bgdziemy coraz blizej liczby 2.

A sprawdzmy to:

Znbéw: nieskonczonos$¢ przez nieskonczonose¢, dupa zbita.

Jestem chiopem strachliwym... zwlaszcza, jak kobieta krzyczy, to mam ochote wybuchna¢
ptaczem i skomle¢ jak pies ,,proszg... proszg przestac, ja si¢ boj¢, buuuu”. Normalnie, bym tak robit,
gdyby nie ludzie, ktérzy zmuszaja mnie do jakiegos$ tam poziomu. Wigc, jestem strachliwy i nie
odwazg si¢ za Chiny prébowac co§ kombinowac z reguly balonowe;.

Poradzg sobie w inny sposob, mianowicie — powylaczam ,,iksa” przed nawias:

x(2—l)
. 2x—1 )
lim =lim ———
X— —00 x+2 X— —0o0 2
x(l+;)

I teraz taka mala, tfu, analiza:

Jak w tymutamku bedziemy ,,iks” w
pizdu zmniejsza¢ do minus
nieskonczonosci, to caly ulamek bedzie
mie¢ warto$¢ [minus 1/,,co$ bardzo
duzego”], wigc caly utamek bedzie
X( 97— l ) Ltyci, tyci” maly, mikroskopijny, czyli
) X prawie niezauwazalny... Do piachu z
M3

X(1+2)

Jak wyzej — tez caly ten utameczek
bedzie coraz mniejszy, coraz mniejszy,
coraz mniejszy... czyli dazy do Zio...

[Zera.
I teraz patrzac na to, co powymyslalismy:
1
2_ —
lim BRI 22902,
o 2, 140 1
X( 1+ ; )

Whiosek z tego jest taki: jezeli stopien gory i stopien dotu jest taki sam, to wspotczynniki
przy najwyzszych potggach dzielg tak, jak normalnie w ,,regule balonowe;j”, oboj¢tnie, czy idg w
plus, czy minus nieskonczonos¢.

Dobra, dobra...
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Raz jeszcze wykres:

YA Mamy sobie zaje... fajna funkcjg. A ja
sobie zadam pytanko: ,dobra, tgpy chuju,
$wiecisz wiedza niczym pies jajami na
Wielkanoc, to sprobuj no mi odpowiedzie¢, co
bedzie si¢ dziato, jak bgdziemy szli do liczby

| y = (2x-1)/(x+2) (_ 2),,?

|2 No wilasnie, tutaj... eee... no wilasnie...

yyy... co tu zrobi¢? Zauwazmy, ze jak

N . S _ postawimy bezczelnie (— 2) do wzorku, to u

e -  x gory wyjdzie nam (- 5), a na dole zero. A jak

| wiemy, cholero, nie dziel przez jebane zero.

Jest  jednak  jeszcze = gorzej.

,Cokolwiek / zero” nie jest symbolem
nieoznaczonym. Jest Zle.. a wilasciwie
beznadziejnie, bo nie mamy jak zamieszac
licznikiem 1 mianownikiem, by na dole byta
jakas tadna wartos¢. Powiemy tak... no trudno,
sprobujemy co$ z tym fantem zrobié, chociaz ja
sam nie wiem, co. Nadzieja — matka ghupich, a wigc, ruszajmy na Berlin.

2. Prawy do lewego

Podejdz do wiasnych drzwi wyj$ciowych z mieszkania czy domu. Pewno masz od wewnatrz
elegancko obite, z jakim$ mitym, migkkim materiatem, az chcialoby si¢ macac i... no, musze si¢
uspokoié, to nie miejsce na moje fantazje. Wr6¢ — masz od wewnatrz migkko obite drzwi, wigc jak
nawet, méwiac kolokwialnie, rozpedzisz si¢ 1 zapierdolisz w nie z catej sity — to si¢ za wiele nie
obijesz. Spojrz w okolicy — masz na pewno nabita wiatrowke. Czujesz rados¢, bo jak znoéw jakis
roznosiciel reklam/akwizytor zadzwoni, bo ma co$ fajnego, to z uSmiechem na ustach mozesz mu...
strzeli¢ z wiatrowki gdzie tylko chcesz.

Wyobraz sobie teraz faceta, ktory rzyga ulotkami. Podchodzi do tych samych drzwi z
drugiej strony, by rzuci¢ w Ciebie ulotkami, dodatkowo — na klamce zawiesi jaka$ reklame z
Telepizzy. C6z on widzi? Bezduszne, drewniane, metalowe czy betonowe drzwi, w kolorze szarosci
zycia. Z pewnoscia nie miatby ochoty na crash-testy, bo potamatby sig, bidulka, przy szybszym
kontakcie z drzwiami. Co wigcej, czuje strach, bo zaraz kto§ otworzy drzwi, wystrzeli mu z
wiatrowki w glowe, co bedzie bardzo niedobre.

Ach, rozmarzy sig filozof, jedne drzwi, te same, dwie strony, a jakze inne humory.

Niestety, granice funkcji maja cos z filozofii. Mozemy do jakiego$ punktu podchodzi¢ to z
jednej, to z drugiej strony... w sumie, to z prawej albo lewej strony. Jezeli podchodzimy i liczymy
granicg z prawej strony, to mowimy o granicy prawostronnej, jezeli z lewej — to o granicy
lewostronnej.

Co wigcej, taki numer zrobimy w tym naszym wykresiku, by znalez¢ te glupie granice, by

odpowiedzie¢ na to drgczace pytanie ,,Co si¢ dzieje z funkcja, gdy bedziemy podchodzi¢ do (- 2)...
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Teraz sprobuj¢ powoli powiedziec, jak bedg leciat z motyka na stonce, a Panstwa proszg¢ o
bardzo powolne i spokojne czytanie, nawet notowanie na boku, czasem o spojrzenie na wykres.
Otoz, sprobujmy sobie podej$¢ do iksa réwnego (— 2) z prawej strony, co tez oznaczymy tak:

. 2x—1
Iim
oy X+2

Poniewaz edytor troche¢ szwankuje, zoom na to, co pisze pod limesem:
X->-2"

Najwazniejszy jest ten maty ,,plusik”, zapisany tak, jakby to minus dwa bylo do potggi
,plus”. Taki zapis oznacza, ze liczymy granice¢ prawostronna. Chociaz de facto oznacza to co§ w
rodzaju: ,,iks” bedzie tyci, tyci, minimalnie, jak sig¢ tylko da WIEKSZY od (- 2).

Licznikiem (,,gory”) tego naszego limesa:
. 2x—1
lim
sy X2
nie ma co przejmowac — bedzie rowny (-5), czy to si¢ nam podoba, czy tez nie.

Pobadajmy mianownik:
X+2

Powyobrazajmy sobie trochg. Za iksa podstawiamy liczb¢ odrobinke wigksza od (— 2), czyli
na przyktad, (— 1,999999999... i tam duzo tych dziewiatek). Co nam wyjdzie?

- 1,999999999 + 2 = 0,00000000000....1

Wyjdzie nam minimalna, wrgcz mikroskopijna (niczym moje stownictwo i dobry ton)
liczba. Takie prawie, az si¢ wyraze nieformalnie, zero dodatnie. Ale prawie robi wielka réznice.

Wyobrazamy sobie dalej. Pamietamy — w liczniku bedzie (—5), natomiast w mianowniku —
jakas mikroskopijna liczba, ktora sobie napisatem w ten sposob:

0,00000000000....1
Jezeli zapiszemy to w formie utamka, to bedzie:
1/100000000000000... 1 duzo, duzo tego. Ba, nawet zapiszg sobie w ten sposob:

1

bardzo duzo

(*)

Eksperymentujmy dalej. Zapiszemy sobie, co wiemy:

2x—1_ (takw pijackim przyblizeniu ) S -
x+2 1

bardzo duzo
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Zauwazmy, ze jezeli w mianowniku jest utamek — to my go mozemy ,,wyrzuci¢ do gory,
zamieniajac gore z dotem mianownika™:

-5 bardzo duzo
—1 =—5% —1 =

bardzo duzo

—5Sxbardzo duzo

Hmm... nie jestem wybredny, dla mnie ,,bardzo duzo” bedzie oznaczac ,,nieskonczonos¢”
—Sxbardzo duzo=—5*0=—o00 (¥¥)
Teraz troche formalno$ci. Przypomng, co mamy napisane pod limesem:
X->-2"
czyli ,,iks” dazy do liczby odrobinke, wrecz mikroskopijnie wigkszej od (— 2).

Teraz przypomnijmy, co pomajstrowalismy w mianowniku tej catej, tfu, funkcji
(oznaczyliSmy gwiazdka na poprzedniej stronie):

1
bardzo duzo

Widzimy, ze bedzie to liczba mikroskopijnie wigksza od 0. A wigc... sam mianownik
mozemy sobie, a co mamy do stracenia, zapisa¢ jako 0" :

1 +
bardzoduzo -

2x—1 = (tak w bardziej trzezwym przyblizeniu) =
x+2 0

Wigc troche formalnosci. Wracamy do potowy poprzedniej strony, spoéjrzmy na wzor i
popodstawiajmy, co wiemy:

2x—1_-5

lim =
woa X+2 0"

A jak wyliczyli$my niedawno to wyrazenie (oznaczone dwoma gwiazdkami):

_5 _
—=—w
Wigc cata nasza granica bedzie rowna:
. 2x—1
lim =—
vy XT+2
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Dazy do minus nieskonczonosci, pomimo, ze w pierwszej chwili jakie§ glupoty mogty
powychodzié... Spojrzcie na wykres (gdzies w okolicach poczatku piatej strony). Zauwazcie, ze jak
bedziemy podchodzi¢ do (— 2) z prawej strony, to warto$¢ bedzie lecie¢, niczym notowania Matysza
w poprzednim sezonie, na teb, na szyj¢ w dot... czyli wlasnie — do minus nieskonczonosci.

Juz trochg szybciej pomajstrujemy z lewej strony.

. 2x—1
lim
vy X2

Ponownie — zoom na to, co jest pod limesem:
X->-2"

Znow tak jakby mamy nietypowy znaczek przy potedze — tym razem jest to ,,minusik”.
Oznacza to, ze podchodzimy z lewej strony. Czyli teraz ,,iks” bedzie tyci, tyci, minimalnie, jak sig
tylko da MNIEJSZY od (- 2).

Poeksperymentujmy. Znéw licznik bedzie rowny (- 5).

Natomiast mianownik:
Xx+2

Za ,,iksa” wstawiam co$ mikroskopijnie mniejszego od (— 2), na przyktad
(-
2,000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000...1)

Wynik eksperymentowania z mianownikiem bgdzie nastgpujacy:
(—2,0000000...1) + 2 =—-0,00000000000....1

Zapiszmy to w postaci utamka

—1 ~ —1 (*%%)
1000000000...0 bardzo duzo

—0,000000000...1=

Czyli, teraz eksperymentujac znéw z gtéwnym wzorem funkcji

2x—1_ (tak w pijackim przyblizeniu) SR
x+2 -1
bardzo duzo

Czyli:
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-5 _ bardzo duzo
- T = 5 —

-1 |
bardzo duzo

Zauwazmy, ze w liczniku mamy minusa... a w mianowniku — rowniez. Wigc, wiedzac, ze
minus podzielone przez minus da plus, to te minusy si¢ ,,skasuja’:

" bardzoduzo

=5
—1

=5%*bardzoduzo

Tutaj rowniez nie bed¢ wybredny — bardzo duzo to dla mnie ,,w chuj, pizdu duzo”, co dla
normalnego czteka znaczy ,,nieskonczonosc™:

Sxbardzoduzo=5%c0=00 (***%*)

Wr6¢my do wyrazenia, ktore napisalem z trzema gwiazdkami:

—1
bardzoduzo

Zauwazmy, ze to bedzie jaki§ maciupenki, mikroskopijny niczym moj... eee... rozum ulameczek, co
wigcej — bedzie on ujemny. Poniewaz ujemny — to bedzie tyci, tyci mniejszy od zera, co mozemy
zapisa¢ mniej wigcej tak:

-1
bardzoduzo

Zndéw niestety trzeba bedzie zakreci¢ rolka w myszce badz pomizia¢ po ,,taczpadzie”, by sig wrocic¢
do ogdlnego wzoru — i podstawi¢, co nam tam powychodzito:

2x—1_-5

li =
le_r; x+2 0

A to cudo réwna si¢ nam [spdjrz na to, co byto pod czterema gwiazdkamil:

Czyli cala nasza granica rowna si¢ (jak mozna tez sprawdzi¢ na wykresie, gdzie po lewej stronie
minus dwojki idzie w gorg):

. 2x—1
lim =
oo X+2

UffY... jak doszliscie do tego momentu i mniej wigcej zrozumieliscie, o co chodzi z
podchodzeniem z lewej 1 prawej strony, to spokojnie mozecie otworzy¢ sobie piwko — teraz
powinno by¢ z gorki, jezeli chodzi o rozwiazywanie takich przyktadow. Trzeba sobie mniej wigcej
,wyobrazi¢”, do jakiego ,,iksa” my dazymy — czy minimalnie wigkszego od danej liczby, czy
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minimalnie, ,,tyci, tyci”, maciupenkiej, mikroskopijnie mniejszej od liczby.

Tak, juz tytutem formalnosci... zapiszmy sobie, co nam wyszto po lewej 1 po prawej stronie:

lim 231
v X+2

. 2x—1
lim =
oy X2

Jezeli granice po lewej i prawej stronie (,,lewostronna i prawostronna”) beda rdzne, to se
gtosno mozemy krzykna¢ w pijackim betkocie:

»Granica w jakims$ tam punkcie - u nas (— 2) nie istnieje.”
Przez to nie wolno napisa¢ nam po prostu tak:

lim 2X=1
x——2 x+2

bo taka granica po prostu nie istnieje. Mozemy pisaé, ze idziemy do minus dwa z lewej, czy
prawej strony, ale tak bez niczego... si¢ po prostu nie da.

Samo znajdowanie granic jednostronnych, poza znajdowaniem asymptot (czyli prostych, do
ktérych dazy wykres w nieskonczono$ciach, punktach wyrzuconych z dziedziny i kilku innych),
jest potrzebne przy znajdowaniu, albo w sumie uzasadnianiu, ze mamy co$ takiego, jak pochodna w
danym punkcie, a dalej to juz si¢ ciagnie samo. Prawde mowiac, gobwno nas obchodzi na razie
pochodna, zajmijmy si¢ jednym z mniej skomplikowanych zastosowan granic jednostronnych.

Przyktad:
Zbadaé. obliczajac granice jednostronne, czy istnieja podane granice:
a) lim Ex)
x—0 X
lim cos’x —sin®x
b Th [2x-1]
2

Mowiac inaczej, jesteSmy proszeni w tym zadaniu o znalezienie granicy lewostronnej (czyli
podchodzimy do danej liczby z lewej strony), granicy prawostronnej (czyli z prawej strony
podtazimy) 1 w automagiczny sposob ma to nam da¢ wynik.

Moze da, moze nie da, obadajmy przyktad a)

Ad. a)
Mamy taka granicg:
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lim M
x—0 X
Matego wyjasnienia wymaga funkcja E(x). Po francusku nazwa funkcji brzmi Entier, po
angielsku Integer (jeszcze zdazycie znienawidzi¢ t¢ nazwg), a co ona w sumie robi? Wrzucamy w
nia liczbe rzeczywista, a funkcja wypluwa nam najmniejsza liczbe catkowita, ktora powstaje przez
wyjebanie tego, co jest po przecinku. Kilka przyktadow z liczbami dodatnimi:

EQ2,5)=2 E(2,999999)=2 E(0,24)=0
E(0)=0 : E(1000) = 1000.

: E[10,(1)] = 10

Trochg inaczej wyglada sprawa z liczbami ujemnymi, gdyz tutaj tez wywalamy utamek, ale
sity nieczyste przyciagaja nas nie do tej liczby, ktora zostanie przez wypierdolenie w sing dal tego,
co po przecinku, tylko do liczby o jeden mniejsza. Kilka przyktadow:

E(-2,5)=-3; E(- 2,99999999) = - 3; E(-0,24)=-1; E[- 10,(10)] = - 11
E(- 1000) = - 1000.

Wykorzystamy to. Policzmy granicg lewostronna:

lim M

x—0~ X

Zauwazmy, ze mianownik - x bedzie ociupinki, mikroskopijnie mniejszy od zera. Spojrzcie
na kolejny zaawansowany rysunek:

/l >

Strzalka zaznaczylem miejsce, gdzie bedziemy lata¢ z iksem. Bedzie to liczba tyci, tyci
mniejsza od zera. Czyli np. (— 0,00000000000000...1)... czyli mozemy zapisa¢, ze x =0 ™.

lim M= lim M
x—0" X x—0"

Spojrzmy na gore, czyli licznik. Mamy E(x). Zapisatem, ze x bedzie bardzo malutko si¢
rozni¢ od zera, czyli bedzie wynosi¢ z (— 0,00000000000000...1).

Zauwazmy, ze bedzie to, cho¢bysmy stekali 1 nie wiem, co bySmy zrobili albo jak bylibySmy
wkurwieni, bedzie to liczha ujemna.

A popatrzmy na gore, na przyktady. Jezeli wjebiemy w E(x) jakas$ liczbe ujemna z
utamkiem, to wypierdalamy ulamek, a czg¢s¢ catkowita zmniejszamy o 1. Czyli:

E(x) =E( 07 ) = (w przyblizeniu) E( - 0,00000000000000...1) = -1

Podstawmy to, co sobie wydedukowalismy:
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E(x)_-1

tim £ i =
x—0" X x—0" O“ 0“

Na goérze mamy cos$ ujemnego, a na dole — jaka$ tam minus maciupenka liczbg. Zauwazmy
jednak, ze taka liczba bedzie mie¢ ogromny mianownik.

Czyli:
-l_-1_1
o0 -1 1
™ ®
Dzielenie — to pomnozenie przez odwrotnosc:
1
—=]%o00=
1 00 =00
o
Zapiszmy, jaki bedzie ostatecznie wynik:
x—0" X

Teraz — troche szybciej — zrobimy granice¢ prawostronna:

Znow zaznaczylem strzatka miejsce, gdzie bgdziemy lata¢ — tym razem bgdzie to po prawe;j
stronie liczby 0.

Zaczynajac tym razem od licznika — zauwazmy, ze to bgdzie jaki§ malutki utamek, na
przyktad: x = 0,00000000000...1. Niestety, jak bySmy nie kombinowali, funkcja E(x) spowoduje w
tym przypadku, ze mozemy utamkowi po$piewa¢ w stylu znanego utworu zespotu Karramba:
~Pocatuj mnie w dupe i jak gowno poczuj sie // bo ze wszystkich sil ja dzisiaj pierdole cie”.

E(x) = E(0 *) = (w przyblizeniu) E (0,000000000000000...1) = 0

W liczniku — bedziemy mie¢ jakie$ géwienko, wigc:

lim £X)_ 0

T
x—-0" X 0

Zauwazmy, ze jezeli mamy w liczniku 0 — no nie ma sity, caty utamek bedzie rowny 0:
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Czyli:
lim —~=0 *%
S )

Poroéwnajmy teraz to, co oznaczytem gwiazdkami w tym przyktadzie:

v fim 2 o,
0 m £

(%) lim —=0

x—-0" X
Widzimy wyraznie, ze (madrzac si¢ ghupim, matematycznym jezykiem):

lim M #1lim M

x—0" X x—0" X

Granice po obydwu stronach sa rozne, wigc  lim

x—0
Ad.b)

nie istnieje.

Mamy obadac¢ taka granicg
. cos’x—sin’x
lim ——————
N |2 X— 11 |
)
W liczniku od razu — nie bedziemy si¢ specjalnie pieprzy¢ — skorzystamy ze wzoru:
cos X —sin? X = cos 2xX.

. cos’x—sin’x .. cos2x

lim ————————~=lim —————

o |2x—1II| xﬁg|2x—17|
2

xX—

Jedziemy z lewa strona:

cos2x

lim ————
e 2x—11]

-
x— =
2

Znow, na spokojnie, rozpierdolmy mianownik i licznik.
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Zauwazmy w liczniku... a nie, nic nie bedziemy zauwazac¢, zdecyduj¢ si¢ na dosy¢
kontrowersyjny krok. Ot6z, cosinus z IT (180 stopni) jest rowny chyba (- 1). Decyduje si¢ po
prostu... na podstawienie za x wartosci [1/2, bez zadnego patrzenia w lewa czy prawa strong. Za
chwilg, dla dociekliwych — wyjasnig po rozwiazaniu przyktadu, czemu tak montuje.
cos 2 (I1/2)=cos IT=(-1)
Popatrzmy na mianownik. Mamy wyrazenie:

| 2x - IT]

Zauwazmy, ze jezeli teraz policzymy granicg lewostronng przy x jadacym do I1/2, to wyjdzie co$
takiego:

12(12) - I |=|T~— I

Za ,,iksa” podstawiamy ,,prawie I1/2”, po pomnozeniu przez dwa wychodzi ,,prawie I1”.
Jezeli teraz wykonamy dzialanie:

,prawie, mikroskopijnie brakuje” II odja¢ I1
to wychodzi nam, ze zostanie nam jakie$ gowienko na minusie:
n-—-1m=0-
Ale mamy warto$¢ bezwzgledna:
107

Co oznacza, ze niestety, tego sterczacego minusa, prosze ja Panow, bardzo przykra czynnos¢
— trzeba uciaé:

07]=0"
Dlaczego tak? Zauwazmy, ze symbol |0 ~| mozemy zapisa¢ jako:

1 _ .+

|
07=]=5l=5=0

Wracamy do granicy:

. CcOs2x
lim ———
XA)?
1 wstawiamy, co nam tam wyszto:
. cos2x _—1
lim =—=

2x—11] o

-
X—
2
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Niezle, niezle... ale nie beznadziejnie.

No to montujemy prawa strong:
cos2x

lim ———
e 2x—11]

I
x— =
2

Licznik — ponownie oszukuj¢ i od razu wstawig:
cos2 (I1/2)=cos IT=(-1)
A mianownik? Teraz wstawiam co$ ,,mikroskopijnie wigkszego od I1/2”:
|2d12) "= IT|=|I1"— IT|
Cos$ niezauwazalnie wigkszego od Il minus II da niewatpliwie to ,,co$™:
[ = I|=[0"|

A poniewaz pod modutem (tymi kreskami) mamy co$ niewatpliwie wigkszego od zera — to
juz nas gowno obchodzi warto$¢ bezwzglgdna:

|07 |=0"
To wstawmy, co wiemy:
lim cos2x _—l__
a1 o (%)
x%;

Poréwnajmy lewostronna granice (*) z prawostronna (**):

cos2x _ . cos2x _

lim lim ————=—w
2

- |2x—17|_
2

X— X

Czyli: granica w punkcie x = I1/2 istnieje, ma si¢ dobrze i wynosi minus
nieskonczonos¢.

Dla dociekliwych, wiec raczej nie czytajcie

Zgodnie z twierdzeniami dotyczacymi granic funkcji:

lim cos2x

-
lim cos2x _ XU
o 2x=0|  lim [2x—11|
: i}

1
x>

2

x—

Autor: vbx WIMII Informatyka 2008



Analiza matematyczna | / Granice funkcji 16/35

Poniewaz cosinus jest funkcja elementarna (i ciagta w catej dziedzinie), to z zgodnie z
definicja granicy funkcji:

lim cost=cos(2*g)=cosH=—l
11

X——

2
Wigc granica prawostronna i lewostronna sa rowne i1 sa rowne wilasnie (— 1).
To jest oczywiscie moje ttumaczenie, zupetnie nieoficjalne, ale raczej btedne.

Przyznam si¢ szczerze — taka byta odpowiedz w odpowiedziach, przyktady notabene zostaty
zaczerpnigte z ksigzki tandemu Gewert&Skoczylas (4naliza Matematyczna I: Przyktady i zadania).

Pytanie — kiedy stosujemy wtasnie takie sprawdzanie z lewej czy prawej strony,
dochodzenia do jakich$ tam ,,prawie” wartosci, itp.?

Wydaje mi si¢ (ale to ponownie, zadna podr¢cznikowa definicja):

1) kiedy liczymy sobie legalnie granicg i w mianowniku wytazi nam zero, a w liczniku jakas
catkiem spokojna liczba — wtedy warto policzy¢ granicg z lewej, prawej strony, moze wyjdzie jakas.
Tak, jak w drugim przyktadzie — w mianowniku normalnie podstawiamy I1/2, wychodzi w
mianowniku 0, w liczniku legalna liczba... Nie zaden ,,symbol nieoznaczony”, wigc znak, ze dobrze
idziemy, ale musimy problem zaraba¢ z obydwu stron.

2) kiedy nas o to tadnie prosza (typu — zbadaj, czy w oparciu o granice jednostronne dana
granica istnieje)

3) przy szukaniu asymptot (jak w wykresie ze strony piatej)

4) gdy mamy jaka$§ dziwna funkcje, ktora lubi, nie wiadomo skad i ku zto$ci studenta —
zmieni¢ znak — typu E(x) czy sgn(x)

sgn(x) -zwraca (-1), gdy znak argumentu jest ujemny, zwraca 0 — gdy argument jest zerem i
zwraca 1 — gdy argument jest dodatni.

5) przy liczeniu ,kiedy funkcja jest rozniczkowalna w kazdym punkcie” lub ,.policz ™ (x)
wlqcznie” - ale to nas na razie gowno obchodzi, prawd¢ moéwiac, napisatem to z czystej proéznosci

6) obliczaniu calek oznaczonych itp. z definicji — tym bardziej mamy ten punkt teraz w
dupie.

Jednak, gtownym symbolem analizy matematycznej jest to nieszczgsne /imes — w ktérym sig
przewaznie lewa czy prawa strona jednak nie zajmujemy, przyktady nie sa tak jebnigte, jak podane
przeze mnie. Warto wigc nauczy¢ si¢ dobrze liczy¢ zwykle granice, w ktorych trzeba czasem
pokombinowac, stosujac chwyty kontrowersyjnie niczym pewien angielski sgdzia...

3. Nieczyste zagrania

Do liczenia granic przyda si¢ nam kilka wzorkow:

a)
. sinx
lim =
x—0 X
Udowodnienie — za pomoca np. twierdzenia o trzech funkcjach (analogiczne, jak tw. o trzech

1
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ciagach) lub mniej finezyjnych metod.

b)
lim X =
-0 X
Dowod — chyba jak wyzej, chociaz nawet tego nie sprawdzatem. Tak jest w tablicach 1 tak
ma by¢.
¢)
. 1.
lim (1+—) =e
X— Fo0 X

Wz6r niemal taki sam, jak przy ciagach.

Dodatkowo, wiele razy moze nam uratowac skorg taka zaleznos¢:

*
ab: eb Ina

gdzie In a to logarytm naturalny z liczby a. To kilka takich najczg$ciej spotykanych, a kilka
jeszcze z pewnoscia znajdziecie w ,,guglach”.
Obliczmy sobie kilka granic:

Przyktady:
sin£
a) lim——
0 gin X
3
b) lim g EX
x0T X
lim cos5x

c) 17 C0S3X
X—'T

Ad. a)

Tutaj — korzystajac z takiej wlasnos$ci, ze mozemy osobno pierdolna¢ granice mianownika i
licznika — mozemy tak se napisac:

A S
sin= lim sin=

. 2 x—0 2
Iim =
-0 . X . X
sin— lim sin—
R 3
Pogapmy si¢ w licznika:
. .X
lim sin =
x—0
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Niewatpliwie, brakuje nam iksa na dole, by skorzysta¢ ze wzorku z potowy poprzedniej
strony... No to sobie musimy go zrobi¢:

X

.. X . .2
lim sin =—=lim sin —
X

x—0 x—0

I to bytaby prawie prawda, tylko Ze nie mozemy ot tak se zmieni¢ wartosci utomka. Dlatego
na gorze tez dopiszemy se iksa:

. X
SIn —* X

.LX .
lim sin —=lim
x—0 2 x—0 X

Zauwazcie, ze iksy po prawej stronie mozemy sobie niewinnie skresli¢ i otrzymamy to, co
po lewej stronie, czyli wszystko gra, nic nie zapierdoliliSmy sobie z utamka, wszyscy si¢ ciesza.

Nie mniej jednak, dobrze, gdyby dot byt réwny x/2 (zeby skorzysta¢ z nieczystych wzorow),
wigc pomnozmy gore i dot przez 2 (zauwazcie, ze zndw nic zlego sig nie stanie — mozemy zndéw
skroci¢ potéwki 1 procz nieztego kaca — po tym skracaniu — dnia nastgpnego, nic si¢ zlego nie
stanie):

. X X 1
sin —*Xx sin =% x*—
: . 2
lim ————=lim
x—0 X x—0 ¥ l
2
Czyli:
sin£>|<x>x<l sin = =
: 2. 2 2
lim =lim
x—0 X% l x—0 i
2 2
Korzystajac ze wzoru:
sin x
1 =1
-0 X
To cos w
Obliczymy w kawalku granicg: ksztalcie
4 nerkiday
X do 1
. 2
lim
x—0

Czyli:
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x—0 X x—0

I zostawmy to w spokoju.

Analogicznie, poprzeksztatcajmy mianownik catego przyktadu:

w | =

. X
=lim =

R T
lim sin —=lim
x—0 3

x—0 3 x—0

Dazy do

Zobaczmy, wciskajac w przyktad to, co wiemy:

. X . . X . X

sin= limsin= lim=

. x—0 2 x—0 2
lim = =

-0 . X . . X . X

sin— limsin— lim—=

3 o 3 203

Wyrzuémy limesa przed to wszystko:

lim = X
x—0 2 . 2

=lim —
lim% 7%
x—0 3 3

Podzielenie — to inaczej pomnozenie przez odwrotnos¢:

X
.2 X
Iim —=1lim =*—
xﬁ()i xﬁ02 X
3

Iksy sig p6jda jebac¢ i w ostatecznosci:

Cx 3_. 3.3
lim 242 =lim 2 =2
02 N2

Czyli:
sin =
) 2 3
lim =—
x—0 £
3
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I wsio.

Ad. b)

Rznigcie tej granicy:
lim 83X
X007 X

nie powinno by¢ o wiele trudniejsze od poprzedniego przyktadu. Moze nas trochg zmyli¢ to,
do czego dazy iks (do zera z lewej strony), ale po pierwsze — granica ,,obustronna” nie istnieje, a
poza tym, catkiem fajne rzeczy nam wyjda.

Mozemy caly przyktad zapisa¢ jako:

im 83X _jim 83X

x—0" X x—0" X kX

Przydataby si¢ trojka w mianowniku, a poniewaz studenci z reguly sa liberalni 1 wszelkie
normy rzadko ich dotycza, to:

g 3x tg3x *3

lim =lim >
o0 X kX xo0” X kx*3

lim 283Xy 3
=00 X K3 x x—=0" X

Zauwazmy, ze ten zaznaczony przeze mnie zawodnik dazy do 1 (korzystamy z:
lim X =
x—0 X

Co da nam:

(przy szukaniu granicy, jezeli tylko widzimy jakie$ znane wyrazenie, jaki$ podany wcze$niej
wzorek — stosujemy go, olewajac to, czy idziemy do liczby z jakiej$ tam strony)

No i teraz mamy takie géwienko:

Normalnie, powinni$my powiedzie¢ ,,kurwa ma¢”. No bo w mianowniku zero, panika,
rozpacz, ,,zjebalismy”.

Nie do konca. Zauwazmy, ze wlasciwie, to za x wstawiam jaka$ bardzo malutka liczbg.
Zrobmy taki krok:
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lim %=i

=0 X0 (07)°

Cokolwiek podniesionego do kwadratu (jezeli kto$ przez chwile pomysli o liczbach
zespolonych, to znaczy, ze jest — podobnie jak ja — grubym, opryszczonym kujonem z krzywymi
zebami) da zawsze co$ na plusie.

A zauwazmy, ze jak jakie§ gowienko, jakis utamek podniesiemy do kwadratu, to jeszcze
gorzej dla tego gowienka, bo wyjdzie nam liczba jeszcze mniejsza (przyktad pomnozcie potdwke
przez potowke... bron Boze nie eksperymentowac z zadnymi pltynami — wyjdzie liczba jeszcze
mniejsza).

Wigc, niech historia i Bog mi wybacza, zapisz¢ co$ takiego:

3 _3
(07)" 0

Jakas liczba podzielona przez liczbe tam mata, Zze ja Ciebie nie moge, wyniesie:

3

+=Oo
0

Czyli cala nasza granica bedzie si¢ rownac:

tg§x=oo

lim
x-0" X

Przed nami przyktad najdziwniejszy, wigc proszg si¢ albo dobrze przygotowac z funkcji
trygonometrycznych, albo spozy¢ pewne produkty, by Wasza kreatywnos$¢ nie zawiodta mnie.

Ad. ¢)

Mamy do policzenia taki pasztet:

. CcOoSSx
lim

11 CO0S3X
X"T

Hmm... tutaj od razu zauwazamy, ze silowe wstawianie za wiele nam nie pomoze — na gorze
1 na dole wypadnie nam zero.

Ale gdyby iks dazyt do zera, to cosinus nam elegancko wypierdoli jedynkg (cosinus z zera
jest rowny jeden)...

Zastosujemy trik podobny do tego, ktorym udowadniamy, ze dana granica nie istnieje, czyli
my ta granic¢ ordynarnie zmienimy.
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17
S5(=+
. cos5x x=£+u . cos (2 u)
lim 03 3x 2 =lim
- u—0 v cos3(7+u)

Boze Przenaj$wigtszy, Panienko Najdrozsza, co on tu znowu popisat i wymyslit?

Zauwazmy, ze jak iks jedzie do pi/2, to mozemy powiedzie¢, ze iks rownac si¢ bedzie
,prawie pi/2”. Co to znaczy prawie? To znaczy, ze bedzie rowny ,,pi/2” plus jakie$ nic nie znaczace
gowienko, ktore nazwe u (jak dUpa):

x=11/2+u

To géwienko bedzie ,,prawie rowne 07, co... a co mi tam, pobawmy si¢ w madrego ludzia, zapiszemy
sobie ot tak:
i
x=lim(—=+u)
u—0 2

W tym momencie zachowujemy si¢ podobnie jak glodujacy student wérdd ludzi na stotowce, czyli
podkradamy, co wymysliliSmy, nie zastanawiajac si¢, czy madrze czynimy.

Z wyrazenia powyzej zapierdolimy sobie to, co stoi pod limesem, a by stwarza¢ pozory, ze liczymy

nie jak inzynierowie (nie jestem pewien, czy dobrze odmienitem), a prawdziwi matematycy — za iksa w
naszym przyktadzie wstawimy zawarto$¢ nawiasu. Czyli:

x=1im(£+u

(=0

. COSSK
lim

@ Cos 3K
2

Po zmajstrowaniu tego, co wydedukowali$my, ta nasza granica bedzie rowna:

17
5(—+
cos 5x cos (2 u)

lim =lim
i C0S3X w0 cos 3(%+u)

Ten nawias kwadratowy, wpieprzony w srodku zapisu z poprzedniej strony:

17
==+
X ) u

u—0

to po prostu zapis dla typowego, szarego sprawdzacza, wypluj to stowo, kolokwium, zeby
wiedzial, co skad si¢ wzi¢to.

No dobra, mamy taka granicg, ale nadal doskwiera nam cosinus:
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cos 5¢( £+u)
) 2
lim
u—0

cos3(%+u)

I znowu sobie pomys$limy, co by si¢ nam przydalo. Poza oczywistymi odpowiedziami —
wolne, piwo czy kobiety — przydatby si¢ nam jako$ przerobi¢ cosinusa na sinusa (bo przy czyms$
dazacym do 0 granice z sinusa wyliczymy bez problemu).

Tutaj gleboko tapie nas szara rzeczywistos¢ pod nazwa ,,wzory redukcyjne”. Jest to zestaw
wzoréw (wydedukowanych poprzez patrzenie na wykres), ktore pozwalaja nam przerabia¢ funkcje
trygonometryczne prawie wedle naszego uznania. Zalecam chociaz pobiezna znajomos¢ tego
tematu albo wzory pod reka...

W migdzyczasie, jak bedziecie szukac tego dziwnego pojecia ,,wzory redukcyjne” na necie,
powymnazajmy to, co nam powytazito w argumentach cosinuséw:

cos [S*(II/2+u)]=cos[SII/2+5 *u]=cos [411/2 +11/2+ 5 *u] =
=cos[2I1+ II/2+5*u]=cos [II/2+5 *u]

cos [3* (II/2 + u)] =cos [3 * I1/2 + 3 * u] (z tym nic juz nie ukombinujemy)
Skorzystajmy z nastgpujacych zaleznosci:

cos [ I1/2 + byle co ] = —sin [ byle co ]
cos [ 3 * II/2 + byle co ] = sin [ byle co ].

Czyli:
cos [II/2+5*u]= —sin[5 *u]
cos[3* [I/2+3*u]=sin[3*u]

Wigc, no cdz, z bdlem serca wracamy do tego, co nam wyszto pod koniec poprzedniej
strony... 1 jedziemy:

cos 5(%+u)

. —sinSu
=lim

fim B sin3u
cos 3( 5 +u) 0

u—0

Proszg ja Was, jesteSmy w domu, gdyz catkiem podobny przyktad robili§my niedawno. Wigc
jedziemy, zaczynajac od podzielenia mianownika i licznika przez u:

—sinSu
. —sinSu . u
lim — =lim ——
w0 sin3u .o SIin3u
u
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Wszystko w liczniku mnozymy przez 5, a w mianowniku przez 3:

—sinSu 5%—sin Su S5%x—sinSu
; u ) u*5 . Su
lim ——=Ilim - =lim -
u—0 SIN3u  ,—0 3*smm3u 40 3*sin3u
u u*3 3u

Popatrzmy, teraz juz tylko chwilke na to, co nam wylazto:

S5%x—sinSu
lim — (24
u—0 3%8In3u

3u

Granice tych zawodnikow, ktorych zaznaczytem, beda réwne, zgodnie ze wzorem:

lim S0
=0 X
po prostu jeden:
S*—sinSu
. *(=1)_—
i 3*ssilr113u = (3 1)=T5

3u

Spokojnie, spokojnie, konczymy juz prawie z gtupim liczeniem granic. Nasz przyktad jest
wigc rowny:

. cosdSx -5
lim =—
. mcos3x 3

2

Uff, wyliczone.

Po wigcej przyktadzikéw — odsytam do - tradycyjnie - ksiazki Panow z (wypluj to stowo)
Politechniki Wroctawskiej, Analiza Matematyczna I — przykiady i zadania.

Bardzo mi przykro to pisac, ale liczenie granic funkcji wymaga rozwiazania paru
przyktadzikéw, ot chocby czasem z nudéw. Rozumiem, ze dla niektorych robienie czegokolwiek
matematycznego przy np. piciu browaru to wrecz grzech $miertelny (dla piwka), ale z godzinke
pomajstrowania przy granicach raz na rok akademicki mozna sobie dawkowac.
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Piszg to z dwoch powodow. Raz, ze szczerze mowiac, sam nie jestem konsekwentny w tym,
co piszg. Raz ,,prawie” dla mnie réwna si¢ zero, drugim razem zamieniam to na jakies u, za trzecim
juz kompletnie truj¢ cos$ bez sensu.

Ot6z — jezeli widzicie, Ze macie jaka$ granicg do policzenia, to nim po prostu podstawicie
jakas$ wartos¢, chwilg pomyslcie. Jezeli wychodzi symbol nieoznaczony — zapewne trzeba co$
kombinowac¢ z funkcja, jezeli wychodzi zero tylko w mianowniku — chyba bgdzie trzeba patrzy¢ to
z lewej, to z prawej strony.

Zobaczcie, czy funkcja, w ktora wstawiacie iksa, nie ma tendencji do zachowywania si¢ jak
kobieta, czyli zmiany znaku w okolicy iksa, bycia zerem, naglej zmiany wartosci itp. Jezeli przy
takim wtasnie mysleniu mamy tego typu ghupie skojarzenia — warto si¢ zastanowi¢, bo mozemy
liczy¢, liczy¢, napracowac sig, a i tak w ostateczno$ci granica bgdzie sprawia¢ wrazenie, jakby nas
kompletnie olata — czyli wyjdzie jaki$ symbol nieoznaczony.

Ale to takie tylko trucie, rownie dobrze mogtbym od razu napisaé drugi powadd.

4. A co bedzie, jezeli wlozg¢ palce do kontaktu, czyli pochodna
Pojecie pochodnej funkcji jest, nie ma zmihyj sig, jednym z pojg¢, z ktorym sig, niestety,
spotkamy. Co gorsza — nie tylko na zwyklej analizie, ale 1 w tych wszystkich elektronicznych

kurwach niejednokrotnie beda si¢ podnieca¢ pochodnq. Nie zabraknie jej rowniez w fizyce.

Jednak, bym tadnie pieprzyt o pochodnej, musimy sobie zrobi¢ gre wstepna, czyli kilka
rzeczy trzeba rzec.

Dla kazdej tadnej funkcji istnieje takie gowno, jak styczna do wykresu funkcji. WTF?

Kolejny $wietny rysunek:

|\

Styczna to po prostu taka kreska, ktora tak jakby sig ,,styka” z danym wykresem w tym
jednym miejscu (méwimy, ze w punkcie) — i w poblizu z zadnym innym.

O, na przyktad
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v\

Ta prawie pozioma kreska to wtasnie ta styczna do wykresu funkcji — piszemy, ze styczna w
punkcie x = a. Jest to jakas pieprznigta funkcja liniowa, albo, prosciej — jakas tam prosta.

\

Albo:

Ta czerwona kreska — to styczna w jakim$ tam ,,iks” rownym b. To, Ze tam pozniej si¢
przecina, to mniejsza z tym, najwazniejsze, aby ta kreska si¢ stykala z wykresem, nie przecinata
wykresu w poblizu tego punkciku. Ot, taka zabawa. Opieramy kijek o nasza funkcjg, miejsce, w
ktorym si¢ zetkna — to bedzie jakis$ tam punkt o dwoch wspoétrzednych.

Mniejsza z tym.
Drugim z poj¢¢ — to granica, napisana w taki dziwny sposob:

lim f(x)

XX,

Mamy tutaj podane, ze iks dazy do jakiej$ tam, nieustalonej wczesniej liczby, do czegos tam.
Ale tym sig nie trzeba przejmowac, bo granice rozwiazujemy sobie normalnie, ba, nawet sprawa
wyglada trochg tatwiej, bo rzadko kiedy nam wyjdzie symbol nicoznaczony.
Na przyktad:
lim ——=—1
x—x, X 2 Xo— 2

Dobra, wigc zacznijmy opowies¢. Mamy sobie normalna, legalna funkcje kwadratowa, dana
wzorem y = x°:
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No i jak ja tutaj mozna jebac? Mozna sobie poszuka¢ miejsc zerowych, wyznacza¢ miejsca
zerowe, nawet sobie z nudéw policzy¢ granice w tg 1 nazad. Jednak, komus si¢ wyraznie nudzito,
wigc postanowit sobie zadac¢ takie pytanie: No dobra, jestem idiotq, chce pomeczy¢ ludzi. Ciekawi
mnie, co si¢ dzieje z funkcjq wraz ze zmianq iksow? Inaczej mowiqc — jak wyglada zmiana igrekow
w porownaniu ze zmiang iksow?

Przyznajmy sobie szczerze — pytanie glupie, ale niestety, strasznie ludzi p6zniej mgczace.

Dlatego sobie poeksperymentujemy:

Matematycy najczesciej sa ludzmi zjebanymi umystowo, a 1 rowniez — zboczeni, we
wszystkim widza stosunek, dlatego my sobie z tymi zmianami poradzimy, przepraszam za stowo,
stosunkiem:

zmiana na osi igrekow — pionowy czerwony pasek
zmiana na osi iksow— poziomy czerwony pasek

Popatrzmy na mianownik. Zmiang zwyczajowo oznaczamy przez jaka$ delt¢ (A ). Mozemy
zapisa¢ zmiang, roznicg ,,iksOw” jako:

Ax=x,—x,
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A licznik? Zauwazmy, ze y; (ta nizsza czerwona kropka) to po prostu warto$¢ naszej funkcji
w punkcie x;:

yi=f(xi)
Analogicznie wyglada sprawa z y (ta wyzsza czerwona kropka):
y2=f(x)
Czyli zmiana igrekow to:
Ay=y,=y,= [ (x))= [ (x))
Wroémy do tego dziwacznego utamka:

zmiana na osi igrekow — pionowy czerwony pasek
zmiana na osi iksow— poziomy czerwony pasek

I eksperymentujmy dalej:

Ay=y1_J’2=f(x1)_f<x2)
Ax  x—x, X=X,

No dobra, ale po co to kurwa robimy i co to kurwa jest?
Spokojnie, jeszcze nie bluzgac (o ile nie zaczgliscie).

Potaczmy sobie nasze kropki kreska:

Ta nasza ukos$na kreska to — kolejne zjebane stowo — sieczna funkcji. Zauwazcie, ze im
bardziej funkcja jest ,,zapieprzajaca w gorg”, jakby to powiedzie¢ — im bardziej pionowa, tym
bardziej ta sieczna bgdzie nachylona pod wigkszym katem.
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Ba, my ten kat mozemy sobie nawet wyliczy¢ z funkcji tangens. Bo — w tym przypadku:

_ pionowa czerwona kreska

ga -
pozioma czerwona kreska
czyli:
_ S (x)=f(x)
tgo=———"-——
X=X,

No dobra, co$ tam nadal mozemy sobie policzy¢, ale po co to komu?
Zauwazcie, ze ta ukos$na czerwona kreska begdzie leniwie pochylona, gdy weZzmiemy sobie
jakie$ punkty na poczatku wykresu, za§ wybierajac sobie punkty coraz dalej — ta sieczna bedzie si¢

nachyla¢ niczym student, rzygajacy do kibla.

Wtasnie ostatni akapit spowodowat, ze jaki$ tam oszotom zadal sobie pytanie: 4 co bedzie,
jezeli bedziemy te ,,iksy” coraz bardziej do siebie zblizac¢?

Bedziemy zbliza¢ tak, ze beda ,,prawie” sobie rowne.

Powinniscie sobie pomyslec¢: ,, Ten zjeb znéw bedzie jakie$ granice pokazywac”. A i
owszem.

Zmienmy sobie symbole:

f(x1)_f(x2) f(x)_f(xo)

xl_X2 x_xO

Ot, jeden iks begdzie normalnym iksem, a drugi z indeksem 0, co w tym zdroznego, inaczej
sobie tylko zapisalem.

Jak te iksy maja si¢ zbliza¢, to zastosujmy granicg to tego celu:

i )= (x0)
im —————
XX, X _XO
A poniewaz znamy wzor funkcji:
y=fi)=x

Wigc poeksperymentujmy:

lim f(x)_f(x()):lim xz_xoz

x— X, X=X, xox, XX

Jezeli za x wstawimy od razu x,, wyjebie si¢ nam zero przez zero, czyli symbol
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nieoznaczony. Mamy jednak asa w rgkawie, mianowicie — wzor na r6znicg kwadratow:
a’~b’=(a—b)(a+b)
Rozbijmy licznik na takiego zawodnika:
X =x"=(x—x0) (x+x,)
I jedziemy dalej:

) xz_xoz . (x—=x)(x+x,)
lim =lim

XX, X—XO X=X, X—XO

Zauwazmy, ze:

lim

(r=xp)(x+ %)
X=X, %ﬁu\

Czyli zostaje nam:

—~ +
fim ORI OF )

x> x, X— Xy XX,
A tu juz mozemy bezkarnie wtadowac iks zero do wyrazenia:

lim x+x,=x,+x,=2x,

No dobra, ale co to w ogole znaczy, jak zinterpretowac ten wynik? Wiemy, ze

S (x)=f(x)

X=X,

1goa=

Dodatkowo:

lim tg a=nachylenie stycznej do wykresu

Wigc kat nachylenia stycznej bgdzie rowny:
1ga=2x=2x
Wigc my mozemy sobie policzy¢ kat nachylenia tej stycznej w dowolnym punkcie, nie jadac
bez sensu z granica, mamy podany wzorek, wpieprzamy x — mamy tangens, sa Crunchipsy, jest...

no, nie badzmy ghupi, imprezy nie ma, ale mamy kat nachylenia styczne;.

Czyli de facto — ,,kat nachylenia”, tempo wzrostu, zmiany naszej danej funkcji.
Wyliczyli$my taki... wichajster, ktory pozwoli nam powiedzie¢, ze ta funkcja szybko ros$nie, mato
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ro$nie itp.

Tangens kata nachylenia stycznej w konkretnym miejscu ma swoja konkretng nazwe,
mianowicie — nazywamy go pochodnq funkcji w punkcie. Natomiast, jezeli udato si¢ nam znalez¢

jakis wzorek do szybkiego wyliczania tego — to po prostu jest to pochodna funkcji.

I tak, pochodna funkcji kwadratowej to, jak wyliczyli$my, rowna si¢ 2x, natomiast symbol
pochodnej to taki ogoneczek (apostrof) nad symbolem funkcji, czyli:

f(x)=2x
lim f(x)=1(x)

X=X, x_xo

Z definicji, pochodna jest rowna:

Jak widzimy wigc, pochodna to pewna taka specjalna granica. Na szczg¢scie, bardzo rzadko
korzystamy z tego zmudnego liczenia granicy do znalezienia pochodnej, poniewaz mamy w chuj
wzorow, ktore pozwalaja nam szybko wylicza¢ pochodne.

5. Co$ dziwnego — funkcje cyklometryczne i hiperboliczne

Na zakonczenie temat troch¢ luzno zwiazany z gléwnym tytutem tego zenujacego bryku,
abyscie chociaz wiedzieli, czego chca w przyktadach. Oto6z, w zadaniach czgsto pojawiaja si¢
symbole funkcji tzw. cyklometrycznych, czy tez inaczej zwanych kotowych. C6z to jest za cudo?

No i tutaj powinna si¢ znalez¢ tadna i schludna definicja. Problem w tym, ze musiatbym
pierdoli¢ co$ o jakiej$ funkcji odwrotnej, roznowartosciowosci, co, prawdg méwiac, wykracza
trochg poza moje sity — bo na pewno na papier nie zdotatbym przela¢ czego$ zrozumialego — i ten
bryk. Wigc przyjmijmy na wiarg pewne fakty.

Funkcja arcus sinus (arcsin) jest to takie cudo, ktérego dziedzina miesci si¢ od (— 1) do 1.
Jest to funkcja odwrotna do funkcji sinus, okreslonej na przedziale [( - 11/2); I1/2]. Co to doktadniej

oznacza?

Wrzucamy liczbg do tej funkcji, ona mysli, mysli, po czym wypluwa nam liczbe (kqt), dla
ktorej funkcja sinus przyjmuje liczbe, ktorej do arcsin wrzucilismy.

Co to (juz mniej zadowoleni z autora bryku rzekniemy dodatkowo - ,,do kurwy nedzy”)
oznacza? O, pierwszy z brzegu przyktad. Sinus przyjmuje warto$¢ 1 dla 90 stopni (/7/2):

sin (117/2) =1
Czyli:
arcsin(l) = 11/2
Inny przyktad:

sin (-17/2)=-1
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Czyli:
arcsin(-1) =-11/2

I ostatni:

. 1
1/6=—
sin >

Czyli:
arcsin(%)=]7/6

Jak widzicie, jest to takie jakby odwracanie liczb (stad wtasnie nazwa funkcja odwrotna).

Ponizej, ponownie zerznigty z Wikipedii — rysunek, na czerwono — wykres funkcji y = x, na
zielono — kawatek sinusa, a na niebiesko — arcus sinus.

1.5 r T T [ T
| [ X —
in(x) -/-r-”—-
Sinx )} ————
1= -~ R
s
-
>
=
05— f”l/' =
al
0.5 / -
./"’/
el
| i /// =
i
-
| ~
15 Iﬁ/ | 1 | 1 =

-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5
Co bardziej wprawne oko zauwazy, ze sinus 1 arcus sinus sa tak jakby odbite przez t¢
czerwong kreske. Jest to jedna z wlasciwosci funkcji odwrotnych, ale o tym —nie w tym miejscu 1
nie w tym czasie.

To, co macie umie¢, w kontek$cie tego bryku, to policzy¢ granice. Czgsto ¢wiczeniowcy czy
wyktadowcy w zadaniach lubia sobie wpieprzy¢ jakiego$ arcsin albo innego $§miecia. Spokojnie —
jezeli x dazy do jakiej$ liczby — to najcze$ciej wystarczy policzy¢ tego arcsin dla danego x, $§miecia
zastapi¢ wynikiem 1 koniec roboty.

Nieskomplikowany przyktad:

arcsin x
X

lim
X—

1
2
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Tutaj spokojnie za iksa wstawiamy polowke i liczymy:

1
: arcsin —
arcsin x _ 2

Iim
1 X
X— =

1
2 2

Il Il
=2y

SIENENIN

O, 1 granica policzona.

Analogicznie wyglada sprawa z funkcja arcus cosinus (arccos). Jest to funkcja odwrotna
funkcji cosinus, rozpatrzonej na przedziale od 0 do I1. Wyliczanie wartosci wyglada analogicznie
jak w poprzednim przypadku. Kilka przyktadzikow:

cos (0)=1
wigc:

arccos(1)=0

cosH/6=§

wiec

V3

—=11/6
arccos —

I wykres z Wikipedii:
r's
¥ arecas(]
Eh N cos(x]
254 R
21 L
X
! ! ! ! [
T T T T "
1.5 1 2 25 3
14+

Liczenie granic — identycznie tak, jak z sinusem.

Autor: vbx WIMII Informatyka 2008



Analiza matematyczna | / Granice funkcji 34/35

Identycznie wyglada definicja z funkcjami arcus tangens (arctg) oraz arcus cotangens
(arcctg).

Przyktadziki:
tg (0) =0, czyli arctg 0 =0
tg( 11/4) = 1, czyli arctg 1 = 11/4
ctg (I1/2) = 0, czyli arcctg 0 = 11/2
ctg(Il/4) =1, czyli arcctg 1 =11/4

I to, co chcialem napisa¢ o funkcjach cyklometrycznych, byscie wiedzieli juz, czego
doktadnie szukac, jezeli bedziecie chcieli si¢ czegos dowiedzie¢ o wspomnianych powyzej
funkcjach... Jezeli mogg co$§ doradzi¢ — lepiej juz teraz odrobinke blizej zaznajomi€ si¢ z
powyzszymi funkcjami, a zwlaszcza z funkcja arcus tangens...

No dobra, zostalo jeszcze parg linijek, wigc nalezy wspomnie¢ o raczej rzadko uzywanych w
zadaniach z granic, ale jednak — funkcjami hiperbolicznymi.

Ktos sobie kiedys$ ghupio posiedziat i pomyslal, ze poeksperymentuje z liczba e (znana z
granic). Zaczal ja kurewsko dodawac, gdzie§ tam podzieli¢ przez cos, poodejmowac, ot takie
prawie bazgranie w zeszycie na wyktadzie.

Mato, malo, wigc wjebat w to jeszcze wszystko funkcje wyktadnicze. Ale prosze si¢ nie bac,
po prostu:

sinus hiperboliczny (sinh lub sh)
to funkcja, ktorej wzor wyglada tak:

X —X

—e
> )

. e
sinh x=

cosinus hiperboliczny (cosh lub ch):

e
coshx= ,
2

tangens hiperboliczny (zgh lub th):

X —X
e —

X —-X

tghx=

cotangens hiperboliczny (ctgh):

X

e te

Ry —X

e —e

—X

ctghx=
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Wykresy — ponownie dzigki Wikipedii:
1o Sinhx) =— i !
cosh{x}

tanhx) —

I i
-10 -5 4] 5 10

W zadaniach z granicami, jak wspomniatem — pojawiaja si¢ rzadko. Co wigcej, by zbytnio
nie utrudnia¢ i tak pewno zjebanych przyktadow — wystepuja zazwyczaj, gdy x dazy do zera (tatwo
jest wyliczy¢ warto$c¢), wigc wystarczy policzy¢ i zostawi¢ w §wigtym spokoju.

Co do samych funkcji hiperbolicznych — swoje nazwy, zerznigte z funkcji
trygonometrycznych, zawdzigczaja temu, ze zachowuja si¢ podobnie przy operacjach jak proste
funkcje trygonometryczne.

Warta blizszego zaznajomienia si¢ jest by¢ moze dla, przepraszam za stowo, inzyniera, jest
funkcja cosinusa hiperbolicznego. Jej wykres jest krzywq fancuchowq — przyjmuje taki sam ksztatt
jak sznurek rozwieszony na dwoéch - jakich$ tam — koncach.

Dobra, odstawmy to, co czlek powinien, a czego nie, bo to nie Biblia, Kodeks Karny,
regulamin studidéw, by si¢ bawi¢ w ocenianie, stana¢ nad czlekiem z batem i wrzeszcze¢ ,,Kurwa,
ucz sig tego!”.

Mam nadzieje, ze ten bryk nie tyle ,,zachgcit”, bo w koncu jestesmy studentami, a nie
uczniami, zeby si¢ uczy¢, co w pewien sposob troche uspokoit przed dziwnymi szlaczkami w
zbiorach zadan. Oczywiscie, powyzsze ghupie dzieto nie nalezy traktowac jako ,,0, tylko z tego
bedg sig uczy¢”, tylko ewentualnie jako zbior kilku wyjasniajacych definicji. Jezeli chociaz jedna
watpliwos¢ wyjasnitem — nawet nie wiecie, jak zadowolony jestem.

Wszelkie uwagi czy bluzgi — mile widziane.

)
poap[at]interia.pl

Linki do innych pomocy (by¢ moze naukowych):
http://www.poap.yoyo.pl/matd/
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